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Dans
cet
article, la mAthode des Aquations
intAgrales de frontiAres
et
la mAthode
des AlAments finis
sont
appliquAes
au
calcul de la permittivitA
effective
de matAriaux composites
h
structure
pAriodique
ou
dAsordonnAe. Les principaux pararnAtres
physiques
qui
conditionnent les
propriAtAs
macroscopiques
de
ces
composites
diAlectriques
sort
identifiAs
et
AtudiAs. Les
rAsultats
obtenus
sont
comparAs h
ceux
dArivAs de l'approche traditionnelle du milieu
eifectif.
Abstract.
In
this
paper,
boundary elements and finite elements
are
applied
to compute
the
effective
permittivity
of periodic
or
random
composite
materials. The main
physical
parameters
which determine the
macroscopic
properties
of these dielectric composites
are
identified and
studied. The obtained results
are
compared with those
deduced from the traditional
effective
medium approach.
1.
Introduction
L'intArAt portA
aux
matAriaux
composites
s'est
accru ces
derniAres
ann4es,
en
raison
de leur
capacitA h amAliorer la sensibilitA
et
la sAlectivitA de divers
dispositifs-
De
nouvelles applica-
tions
orientAes
vers
l'aArospatiale, l'aAronautique
et
(es t4lAcommunications
se
sont
largement
dAveloppAes. II s'agit
en
particulier des
matAriaux AlectromagnAtiques
absorbants, des milieux
multicouches
et
des polymAres chargAs. Bien
que
l'dtude des milieux
hAtArogAnes
ait
dAbutA
il
y
a
plus de
cent
ans
lorsque (es scientifiques
essayaient
de dAvelopper
le
concept
de champ
molAculaire dons la thAorie des diAlectriques, la caractArisation de
ces
structures reste
toujours
dAlicate h
cause
du nombre de paramAtres qu'il
est
nAcessaire de contr01er
et
d'identifier-
Nous
prAsentons
ici
nos
rAsultats
concernant
la permittivitA
effective
de
composites
didlectriques h
deux phases dont la
structure est
soit
pAriodique,
soit
dAsordonnAe. Le calcul de la
permittivitA
est
eflectude h
partir
d'un modAle numArique basA
sur
la mAthode des AlAments
finis
en
2D
et
sur
la
mAthode
des Aquations intAgrales de
frontiAre
en
3D.
2.
Th40rie du milieu effectif
Une
grandeur
effective
statique
telle
que
la permittivitd, la permAabilitA
ou
la
conductivitA
est
une
quantitd
attribuable
aux
milieux
hAtArogAnes
lorsqu'h l'Achelle des
longueurs, ils
peuvent
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Atre considArAs
comme
homogAnes-
Cette
approche
n'est
valable
que pour
des rAgimes
quasi-
statiques
oh la longueur de corrAlation ( des
inhomogAnAitAs
est
trAs infArieure h la longueur
l'onde du champ Alectrique
incident
((
«
~/2~) [lj.
ConsidArons
un
matdriau
contenant
N inclusions
par
unitA de volume,
chacune
de
permitti-
vitA
ei
et
de polarisabilitA
o,
dispersAes
dons
un
milieu continu
de
permittivitA
e2.
Le dApla-
cement
Alectrique
moyen
11
est
directement proportionnel
au
champ
moyen
macroscopique
li
et
le
coefficient
de proportionnalitA
dAfinissant
la
permittivit4 effective
e
peut
Atre
Acrit de la
maniAre
suivante
:
~ ~~
~
~"
t
~~~
ok le champ local
ii
peut
Atre calculA d'une
maniAre
gAnArale
h
partir
de la dAcomposition de
Yaghjian
[lj
ii
=
t
+
L
Nail
(2)
E2
ok
L
ddsigne
le
tenseur
dApolarisation
des inclusions.
Si
(es inclusions
sont
orientAes arbitrairement
et
dispersAes alAatoirement,
le
milieu
est
alors
isotrope. La permittivitd
effective,
la dApolarisation
et
la polarisabilitA
sont
des
constantes
scalaires
respectivement
e,
L,
et
a.
La permittivitA
effective
est
ddduite de
ce
qui
prAcAde
~ ~~
~
e2~~lL
~~~
Si
(es inclusions
sont
dissymAtriques
et
orientAes
dans
une
mAme direction,
le
milieu
est
anisotrope-
La permittivitA
effective,
la dApolarisation
et
la polarisabilitA
sont
des
tenseurs
diagonaux
respectivement
7,
L
,
et
&.
La relation prAcAdente
reste
toutefois valable
pour
chacune de leur
composante
e~
=
e2
+
~j~~
~
i
=
z,
y, z-
(4)
E2
al
i
Pour
calculer la permittivitA
effective,
(es Aquations
(3)
et
(4) impliquent la connaissance de
la polarisabilitA des inclusions.
Celle-ci
peut
Atre
dAduite de l'expression
du
champ
interne
ou
externe
h
une
inhomogAnAitA
h
partir
de la rAsolution de l'Aquation de Laplace
AV
=
0.
Des expressions
analytiques approch4es
peuvent
Atre
d4termin4es lorsque
(es inclusions
ont
une
forme particuliAre
(sphArique,
cylindrique,
ellipsoidale,
...).
MalgrA
tout, cette
approche n'est
valable
que
pour
de foibles
concentrations
de la phase
dispersAe, celle-ci Atant incapable de
tenir
compte
de
toutes
(es
interactions
entre
(es
hAtArogAnAitAs.
La
mAthode
analytique
classique
est
en
outre
limitAe
exclusivement h des inclusions isolAes h
cause
des problAmes associAs
aux
conditions d'interfaces
en
cas
de
contact
ou
de
fusion des impuretAs dans le
milieu continu-
3.
Calcul num4rique
de
la
permittivit4
effective
La permittivitA effective
peut
Atre obtenue h
partir
de la rAsolution de l'Aquation de Laplace
par
des m4thodes numAriques telles
(es
klAments
Finis
(EF)
ou
(es
kquations
IntAgrales de
Frontibre
(EIF).
Notre choix
s'est
naturellement
orientA
vers
(es AlAments
finis
en
2D
et
vers
(es
Aquations intAgrales
de frontiAres
en
3D
en
fonction
des
logiciels de calcul de champ disponibles
au
CEGELY
(fissure,
phi3D).
ConsidArons
un
composite
diAlectrique
pAriodique
h
deux
phases. En
prenant
en
compte
(es
propri4tAs de
symAtrie
et
de pAriodicitA,
la
gAomAtrie
du matAriau
est
rAduite
h
une
cellule
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Fig-
I-
ModAlisation
d'un
composite pAnodique
2D
par
EF
[2D
finite
element
model
for periodic
composites.]
4lAmentaire.
En 2D, l'Anergie
41ectrostatique
est
calcu14e h
partir
des
valeurs des
dArivAes du
potentiel
V
aux
nceuds du
maillage
par
EF,
sur
toute
la surface S
du
composite
suivant
E~
=
/ /
e(z,
y)
1())~ +
~))
j
dzdy. (5)
s
I
La permittivitA
effective
e~
dans
la direction correspondant
au
champ
appliqu4
ii
=
z ou
y)
est
obtenue h
partir
de l'Anergie Alectrostatique dissipAe dans le condensateur
plan Aquivalent
au
composite
E~
=
)ei
~~
(V2
h)~
(6)
e
off
e,
Vi,
et
V2
sont
dAfinies
par
la
figure
I-
Sp
=
L
x
p
est
la
surface des
armatures,
p
la
profondeur
du
composite
(en
2D,
p
=
I
m)-
Pour
un
composite
diAlectrique 3D h deux phases,
la
permittivitA
est
calculAe
par
EIF h
partir
de la
somme
des flux du dAplacement
Alectrique
h
travers
la face de la
cellule AlAmentaire
perpendiculaire
au
champ appliquA
/
ei
)
dS
+
/
e2
)
dS
=
se
~~
~
(Si
+
52
(7)
si
n
s~
n e
ok
e,
Si, 52,
Vi,
et
16
sont
dAfinies
par
la figure
2
(ez
Atant la permittivitA
effective dans la
direction du
champ
appliquA
z)-
Ce
modAle
est
g4nAral
dans
le
sens
ok il
permet
de calculer
la
permittivit4 effective
pour
de fortes
concentrations
de la phase dispersAe
en
supposant
que
(es inhomogAnAitAs
peuvent
"fusionner"
entre
elles, laissant
de foibles
espaces
poreux
de
per-
mittivitA
e2.
Le milieu de permittivitd
ei
intercepte
alors
une ou
plusieurs
faces
de
la cellule
AlAmentaire
(Si
#
0)-
Dans
le
cas
plus classique ok (es
inhomogAnAit4s
sent
isolAes
darts le
milieu
continu, l'4quation
ii)
se
simplifie
en
fixant Si
=
0.
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Fig.
2.
ModAlisation d'un
composite pAriodique 3D
par
EIF.
[3D
boundary
element model for periodic
composite.]
4.
Permittivit4 effective
de
composites p4riodiques
Consid4rons
un
composite pAriodique h inclusions
sph4riques
de permittivitA
ei
r4guliArement
espacAes h la maniAre
d'un
rAseau cristallin cubique
simple dons
un
milieu h6te de
permittivit4
e2.
La cellule 414mentaire du
composite
est
constitu4e d'une sphAre de
rayon
r,
centr4e h
l'int4rieur
d'un cube
de
c6t4
1-
Au-dell du seuil de
percolation
jr
>
0,5) la
g40m4trie du
mat4riau
est
d4crite
conform4ment
au
modAle
de Shen
[2j
en
excluant de la cellule
414mentaire
(es
six
calottes sph4riques
intbrceptant
le cube de c6tA
1.
La permittivit4
effective
du milieu
peut
Atre 4valu4e
pour
de faibles
valeurs de la fraction
volumique
f
des inclusions
par
la
formule
de Rayleigh
[3j
~
~ ~
~
e
+
2
e~+
2
~~~
Les
r4sultats
provenant
de
nos
simulations
par
EIF
sont
similaires h
ceux
obtenus
r4cemment
par
une
technique de d4veloppement
en
sArie
de
Fourier
[2,
4j
sur
l'intervalle
complet de la
fraction
volumique
f.
Ils confirment la limitation du
modAle analytique classique
de Rayleigh
aux
faibles
concentrations de la phase dispers4e
if
<
0,35)
en
particulier lorsque
le
rapport
des permittivitAs des deux
milieux
est
41ev4
(voir
Fig.
3).
De
la mAme maniAre,
nous avons
4tud14 la
permittivit4
effective d'un
composite
p4riodique
h
inclusions ellipsoidales
(sph4roides
allong4s de demi-axes
b
=
c
=
a/4),
(es
inhomogAnAit4s
4tant
toutes
orient4es dans
la direction
z
(direction
du demi grand
axe
a)-
Dans
ce cas,
le
composite
est
anisotrope
(ez
=
ey mats E~
# ez)
et
la
permittivit4 dans (es 3
directions
z, y
et
z
est
donnAe
par
la
formule
de Sillars
[3]
~~ ~~
~
~
e2
+
~~~
~~~~-
f)ni
'
~
~' ~' ~'
~~~
La permittivitA
effective du
milieu, calculde
par
l'Aquation
prAcAdente
et
dAterminAe
par
EIF,
est
repr4sent4e
figure
4. La
difl4rence
entre
(es modAles
analytiques
et
num4riques
est
trAs marqu4e
en
particulier dans la direction
z
ok l'interaction
entre
(es
particules
est
plus
importante
(eflet
de
pointe
du champ
Alectrique
aux
extrAmitAs des ellipsoides
et
eflet de proximitA
accru).
La
permittivit4
effective
de
composites
h inclusions cylindriques
(disques
de faible
4paisseur
et
barreaux
allong4s)
a
AtA
4tud14e
et
compar4e
avec
(es modAles classiques
de la littdrature
[5j,
ceux-ci
4tant toujours
limitAs
par
la concentration
en
inclusions.
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5.
PermittivitA de rAseaux
cubiques de sphAres col~ductrices
parfaites.
[Effective permittivity of cubic
lattices of perfectly
conducting
spheres.]
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Fig. 6.
PermittivitA effective d'un composite h inclusions
ellipsdidales orientAes
arbitrairement.
[Effective
permittivity
of
a
random
composite
with ellipsoidal
inclusions.]
5.
Permittivit4
effective de
composites h
structure
d4sordonn4e
Contrairement
aux
milieux
hAtArogAnes
pAriodiques,
it
est
trAs
diflicile
d'Avaluer
de maniAre
rigoureuse
la
constante
didlectrique
effective
de composites
ddsordonnds du fait du caractAre
a14atoire
de la g40m4trie-
Pourtant,
ce
type
de
structure
correspond d'avantage
h la r4alit4,
en
particulier
pour
des
mAlanges
d141ectriques-
Les
mAthodes num4nques
par
EF
et
EIF utilis4es
jusqu'h
prAsent
sont
alors
peu
adapt4es. En
eflet,
la description
de la g40m4trie de
milieux d4sor-
donnAs
nAcessite
la
mod41isation
d'un
grand nombre
de
cellules 414mentaires,
ce
qui
conduit
h
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Fig
7.
Influence
de la
forme
des inclusions
sur
la
permittivitA
effective
du milieu.
[Influence
of
the shape
of
the
inclusions
on
the
effective permittivity.]
cellule
616mentaire
E~
E,
Fig
8.
Influence
de la distribution
des inclusions. ModAle
gAomAtrique.
[Influence of
the
arrangement
of
the inclusions.
Geometric
model
une
augmentation
rapide
du nombre
d'inconnues
notamment
en
3D.
Pour palher h
cet
incon-
vAnient, il
est
toujours possible de
r4duire la densit4
de maillage, mais
la pr4cision s'en
trouve
alors
aflect4e-
Nous
tenterons
ici
d'4valuer
qualitativement
par
des m4thodes
simples
l'influence
sur
la permittivit4
effective
de l'orientation, la forme
et
la distribution des h4t4rog4n4it4s dans
des m41anges d141ectriques
h deux
constituants.
II
est
possible d'approcher
la permittivit4 effective
de
composites
h
inclusions
orientAes
arbitrairement
en
partant
du
fait
que pour ce
type
de
structure,
le milieu
est
n4cessairement
isotrope
Ainsi,
it
partir
de
r4sultats d4duits
pour
un
composite
p4riodique
et
en
particulier
du
tenseur
de
permittivit4
7,
on
calculera
la
permittivit4 scalaire
e
du milieu h
inclusions de
mAme
nature
(mais
orient4es
arbitrairement)
en
prenant
la
moyenne
des
permittivit4s dans (es
800
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Fig.
9.
Influence
de
la distribution des inclusions
sur
la
permittivitA effective du
milieu.
[Influence
of
the
arrangement
of
the inclusions
on
the effective
permittivity-]
trois
directions
z, y,
et
z
:
~
"
~~
?
" jl~~
+
~Y
+
~Z).
(lo)
Consid4rons
un
m41ange h inclusions
ellipsoidales
orient4es arbitrairement
:
it
existe
de
nom-
breuses
formules
analytiques
d4crivant
la permittivitA du
milieu, la plus
connue
4tant celle de
Polder Van
Santen
[1, 3j
~ ~~
~
~~~
~~~~
~~(~
~
ea
+
e~~-
ea)ni
~~~~
oh
ea
d4signe la
permittivit4
apparente
du milieu
continu.
Sa
valeur n'est
pas
nAcessairement
e2
mais
est
comprise
dans
l'intervalle
e2
<
ea
<
e
[1,3j.
Les
r4sultats d4duits
de l'4quation
(lo)
h
partir
des donn4es calcu14es
par
EIF
pour
un com-
posite
pAriodique h
inclusions ellipsoidales
sont
pr4sent4s figure
6- L'accord
entre
(es modAles
analytique
et
num4rique
montre
que
l'approximation de la
permittivit4
effective
du
milieu
par une moyenne
g40m4trique
des
composantes
du
tenseur
de
permittivit4
permet
une
bonne
caractdrisation des
propr14t4s d141ectriques du
composite.
L'influence
de la forme
des inclusions
sur
la permittivit4 effective
des
composites
est
illus-
tr4e
par
la figure
7. L'introduction d'inhomog4n4it4s
de permittivit4 sup4rieure
h celle du
milieu h6te tend it
augmenter
la permittivit4 effective d'autant
plus
que
celles-ci
ont
une
forme
allong4e
(ellipsoides, barreaux)-
Cette
d4pendance n'a
pas
4tA constat4e lorsque le
rapport
des
permittivitAs des deux milieux
est
faible
(trAs
inf4neur
h
lo)
Outre l'orientation
et
la forme
des inclusions,
la
r4partition de celles-ci
dans le milieu
condi-
tionne
la
permittivit4 du
composite.
L'influence de
la distribution des
inhomogAn4it4s
est
ana-
lys4e
en
2D
en
dupliquant plusieurs
cellules dlAmentaires
d'un
composite
pdriodique
mais
en
dispersant (es inclusions
selon
une
concentration
C, d4finie
par
le
rapport
du nombre d'inclu-
sions
sur
le nombre
total de cellules
(voir Fig-
8)-
La
permittivitA
effective
est
alors d4termin4e
par
EF
pour
trois
types
de distribution
des
inhomog4n4it4s
une
distribution
r4guliAre
quasi
4quivalente
au
composite
p4riodique
(faible
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d4sordre),
une
distribution
en
agglom4rats ok (es
inclusions
se
regroupent
entre
elles,
et
une
distribution
a14atoire. Les
rAsultats obtenus
montrent
que
le d4sordre
a
tendance h
modifier
(es
caract4ristiques d141ectriques
du
milieu,
en
particulier
lorsque (es
inclusions
sont
regroupAes.
Dans
ce cas,
I'(cart de permittivit4
par
rapport
au
composite
p4riodique
est
maximal, du fait
d'une perturbation du
champ
41ectrique plus
importante
(voir
Fig.
9)-
6.
Conclusions
Les 414ments
finis
et
(es 4quations int4grales de
frontiAres
permettent
de d4crire
avec
pr4cision
la permittivit4
effective
des
matAriaux
composites
et
confirment
(es limitations
des modAles
analytiques classiques-
Ces m4thodes
num4riques
peuvent
Atre ais4ment adapt4es
h des milieux
h plus de deux phases
et
peuvent
aussi
prendre
en
compte
(es
pertes
d141ectriques
pour
le
calcul de la permittivit4
effective
complexe- Notre
4tude
a
dAgag4
(es
principaux
paramAtres
qui
conditionnent la permittivit4
effective
en
particulier lorsque (es phases
ont
des caract4-
ristiques
d141ectriques oppos4es-
Enfin,
par
analogie
physique, (es rAsultats obtenus
pour
des
valeurs de permittivitA
en
Alectrostatique
sont
gAnAralisables h
des
valeurs de
permAabilitA
en
magnAtostatique
et
de
conductivit4
en
4lectrocinAtique-
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